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 پنجم فصل

 شبیه سازی مونت کارلو
مونت کارلو روشی است که از آن برای حل مسائل قطعی )غیرتصادفی( و یا برخی از مسائل غیرقطعی )تصادفی( که گذشت 

استفاده میشود. این روش بر اساس فلسفۀ  اعداد تصادفیزمان نقشی اساسی در آنها ندارد استفاده میشود و در این روش از 

م  برای رراحی حفا  مواد رادیواکتیو و دانستن اینکه نوترونها در مواد متتل  شرط بندی بوده و اولین بار توسط نیومن و اولا

است برخلاف روش شبیه سازی که پویا است هرچند  ایستامونت کارلو روشی  چگونه حرکت میکنند مورد استفاده قرار گرفت.

دارند در حالیکه مونت کارلو اغلب  اکثر مسائل شبیه سازی ربیعتی تصادفی در هر دورش از اعداد تصادفی استفاده میشود.

در روش مونت کارلو اعداد تصادفی ای استفاده می شود که راه حل  برای حل مسائل غیرتصادفی مورد استفاده قرار میگیرد.

 مسئله را بدهند )محاسبۀ قطعی(.

 مثل: سیستم انبار شبیه سازی تصادفی: محاسباتی که از اعداد تصادفی برای حل مسائل تصادفی استفاده میکنند.

 [0,1]متغیرهای تصادفی یکنواخت و مستقل در بازۀ اعداد تصادفی: 

 عامل زمان در روش مونت کارلو دخالت ندارد. ایستا:
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 ویژگی های روش مونت کارلو:

 عمومی ترین روش تقریب احتمالات حالت های یک مدل با استفاده از نمونه های آزمایشی

ا ر روردی ها و خروجی هاوتفکیک ثابت نمونه ها است و به جای آنکه تصوری از یک مدل ایجاد کند، همبستگی آماری بین 

 بررسی میکند. 

تم بوسیلۀ متغیرها ارائه میشوند و ارتباط بین آنها از رریق تکرار تولید اعداد تصادفی یا توزیع احتمالاتی اعداد برقرار اشیاء سیس

 میشود.

احتمالاتی پیچیده و پرهزینه است از این روش  وقتی راه حل های مدلهای غیر روش مونت کارلو استفاده میکنیم؟ قع ازچه مو

استفاده میکنیم چون در آن به دنبال آنالیز نتایج نیستیم بلکه به دنبال همبستگی های آماری هستیم. به رور کلی در موارد 

 زیر از روش مونت کارلو استفاده میکنیم:

 الف( حل مسائل قطعی )غیرتصادفی( با استفاده از اعداد تصادفی

𝐼مثلاً میتواهیم مقدار  = ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 را حساب کرد. g(x)اما نمیتوان به روش تحلیلی مقدار انتگرال  را حساب کنیم 

𝑦تعری  یک متغیر تصادفی:  = (𝑏 − 𝑎)𝑔(𝑥)  که در آنx [ است.0و1یک متغیر تصادفی یکنواخت در بازۀ ] 
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𝐸(𝑦) = 𝐸[(𝑏 − 𝑎)𝑔(𝑥)] = (𝑏 − 𝑎)𝐸[𝑔(𝑥)] = (𝑏 − 𝑎) ∫ 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

را به صورت  f(x)تابع چگالی احتمال یعنی 
1

𝑏−𝑎
 تعری  میکنیم. پس داریم: 

𝐸(𝑦) = ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐼 

 y، حالا میانگین نمونه را برای متغیر تصادفی تبدیل شد به محاسبۀ امید ریاضی یک متغیر تصادفی Iپس مسئلۀ برآورد 

 حساب میکنیم به صورت زیر:

�̅�(𝑛) = ∑
𝑦𝑖

𝑛
= ∑

(𝑏 − 𝑎)𝑔(𝑥𝑖)

𝑛
=

(𝑏 − 𝑎)

𝑛
∑ 𝑔(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑏)مثلاً اگر مستطیل هایی داشته باشیم که رول همۀ آنها  − 𝑎)  باشد و عرض آنها𝑔(𝑥𝑖)  باشد، میانگین نمونه ها میشود

 و ربق فرمول داریم: �̅�(𝑛)همان 
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𝐸(�̅�(𝑛)) = ∫ �̅�(𝑛)𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
(𝑏 − 𝑎)

𝑛
∑ 𝑔(𝑥𝑖) ×

𝑛

𝑖=1

1

(𝑏 − 𝑎)
𝑑𝑥

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

𝐸(�̅�(𝑛)) = 𝐼 

𝑉𝑎𝑟 [�̅�(𝑛)] =
𝑉𝑎𝑟(𝑦)

𝑛
 

 y(n)به صفر نزدیک میشود یعنی میتوان به رور دلتواه  n  ،𝑉𝑎𝑟 [�̅�(𝑛)]ثابت است با بزرگ شدن  𝑉𝑎𝑟(𝑦)حالا چون 

 را تتمین زد. Iمقدار  y(n)نزدیک کرد یعنی با استفاده از  Iرا به 

 توزیع های آماری مجهولب( نمونه گیری از 

هدف از این نمونه گیری، یافتن توزیع آماری یک یا چند متغیر تصادفی یا پارامترهای آن است. به متغیر تصادفی مورد نظر، 

رای توزیع آماری متغیر پاسخ را تتمین بزنیم، بییم که تابعی از یک یا چند متغیر تصادفی است. برای آنکه میگومتغیر پاسخ 

ین ارودی مقادیری را تولید میکنیم و مقدار متناظر متغیر پاسخ را بر اساس آنها محاسبه میکنیم. متغیرهای تصادفی وهمۀ 

 نمونه گیری اینقدر تکرار میشود تا از توزیع آماری متغیر تصادفی تتمینی ایجاد شود.

 در یک مسئلۀ کنترل موجودیبرآورد تابع تقاضا در خلال مهلت تحویل  مثال:
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 کاربردهای شبیه سازی مونت کارلو

 حل یک مسئلۀ تصادفی (1

 نمونه برداری از توزیع مجهول آماری (2

 حل یک مسئلۀ قطعی )غیرتصادفی( (3

 حل یک مسئلۀ تصادفی( 1 مثال

هفتۀ ثبت نام  است و دانشجویان میتواهند با اساتید مشاوره داشته باشند و سوالات آموزشی خود را با اساتید  در نظر بگیرید که

در بازه های نیم ساعتی زمانبندی دانشجو وقت ملاقات دارند و ورود بقیه  nتعداد  t=0فرض کنید در زمان در میان بگذارند. 

 قیقه است.د 30مایی و با میانگین میشود. زمان مراجعه ن

 سوال: زمانبندی ملاقات دانشجویان چگونه باشد تا بین زمان انتظار دانشجویان و زمان انتظار اساتید تعادل برقرار گردد؟ 

 پاستگویی میشوند. FIFOفرض کنید دانشجویانی که در ص  انتظار قرار میگیرند با روش 
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 پروسۀ شبیه سازی را انجام  میدهیم. n=2و  n=1حل( برای 

X  100= متغیر تصادفی با توزیع نمایی و میانگین 

arrS  است که از یک عدد تصادفی برای تولید زمان ورود استفاده میشود.= زمان ورود یک دانشجو مطابق با قرار ملاقات 

begT زمان شروع مشورت دانشجو = 

endT زمان خاتمۀ مشورت دانشجو = 

CT دقیقه پس عبارت است از 30با میانگین  = زمان گفتگو برای مشاوره که نمایی است و: 
30

100
 𝑋 CT= 

 پاستگویی میشوند پس داریم: FIFOاز آنجا که ربق فرض مسئله دانشجویان به روش 

+CTbeg=TendT 

 داریم: n=2و  n=1نفر در نظر بگیریم برای  10اگر تعداد دانشجویان را 
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 برای دو آزمایش ( نتایج شبیه سازی1 -6 جدول

n=2  n=1  

انتظار 

 دانشجو

endT arrS   انتظار

 دانشجو

+CTbeg=TendT 30

100
 𝑋 CT= X begT arrS  شمارۀ

 دانشجو

0 00 0 0 00 00 111 0 0 1 

00 140 0 30 140 60 260 00 30 2 

110 103 30 60 103 11 55 140 00 3 

103 241 00 13 241 64 260 103 10 4 

151 241 10 121 241 2 6 241 120 5 

121 305 120 11 305 50 160 241 150 0 

155 326 150 125 326 23 11 305 160 1 

146 352 160 116 352 24 61 326 210 6 

146 310 210 112 310 36 121 352 240 1 

150 401 240 120 401 11 36 310 210 10 

1100 2041 1060 610 2041 401∑ 𝐶𝑇 =   1350  
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𝑇𝑒𝑛𝑑    زمان انتظار اساتید: − ∑ 𝐶𝑇 

∑  زمان انتظار دانشجویان:  𝑇𝑒𝑛𝑑 − (∑ 𝑆𝑎𝑟𝑟 + ∑ 𝐶𝑇) 

  زمان انتظار اساتید زمان انتظار دانشجویان

2641-1350-401=890 401-401=0 n=1 

2647-1080-401=1166 401-401=0 n=2 
 

همان رور که ملاحظه میکنید بین زمان انتظار دانشجویان و اساتید تعادلی وجود ندارد. برای یافتن راه حل لازم  است ابتدا با 

هاست  اساس این روش به کارگیری دانش و ارلاعات مربوط به ساختار مدل و خواص ورودی کاهش واریانس آشنا شویم.روش 

 پیدا کند که بتوان برای آن برآوردهای مطلوبی به کار برد و دقت را افزایش داد. مسئلۀ اصلی به شکلی تغییربه نحوی که 

 معرفی یک روش تقلیل واریانس برای این مسئله:

N1 متغیر تصادفی زمان انتظار برای :n=1 

�̅�1 : میانگین تقریبN1 
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N2 متغیر تصادفی زمان انتظار برای :n=2 

�̅�2 میانگین تقریب :N2 

�̅�  دو وضعیت میشود: نو تقریب میانگی Lاختلاف  =  �̅�1 − �̅�2 

  چون میتواهیم تقریب اختلاف نسبی تقلیل واریانس وقتی مهم است که دو حالت را مقایسه می کنیم�̅�  را از

 تعیین کنیم. �̅�2و  �̅�1قدرمطلق 

 استفاده کنیم، آنگاه واریانس به صورت زیر خواهد بود: 𝑁2و  𝑁1اگر از دو توالی تصادفی برای یافتن 

𝜎2[𝐷] = 𝜎2[𝑁1] + 𝜎2[𝑁2] 

ا ب و استفاده کنیم، آنگاه هر دو وضعیت تحت شرایط یکسان مقایسه میشوند.دهر اگر از توالی اعداد تصادفی یکسان برای 

 را تشتیص داد. 𝑁2و  𝑁1فی ، می توان همبستگی بین متغیرهای تصاداستفاده از اعداد تصادفی یکسان برای هر دو

∗�̅�است یعنی :  Dرا تقریب میزنیم که میانگینش برابر میانگین  *Dحال متغیر تصادفی  = �̅� 

𝜎2[𝐷∗] و واریانسش عبارتست از: = 𝜎2[𝑁1] + 𝜎2[𝑁2] − 2𝜎2[𝑁1, 𝑁2] 
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𝜎2[𝐷∗]همبستگی دارند،  𝑁2و  𝑁1وقتی  < 𝜎2[𝐷]  .است 

ی از سری متقابل استفاده میکنیم چون اثر تغییر روبه این دلیل  از سری متقابل با توزیع نمایی استفاده میکنیم. Yبرای تولید 

 میانگین از اثر تغییر در شبیه سازی بهتر است.

 ( نتایج شبیه سازی با سری های متقابل2 -6 جدول

n=2  n=1  

انتظار 

 دانشجو

endT arrS   انتظار

 دانشجو

+CTbeg=TendT 30

100
 𝑌 CT= Y begT arrS  شمارۀ

 دانشجو

0 5 0 0 5 5 15 0 0 1 

5 1 0 0 32 2 0 30 30 2 

0 32 30 0 02 2 5 00 00 3 

0 60 00 0 110 20 60 10 10 4 

0 12 10 0 122 2 0 120 120 5 

0 110 120 0 220 10 253 150 150 0 

40 201 150 40 231 5 11 220 160 1 

21 220 160 21 250 11 02 231 210 6 

10 236 210 10 206 16 51 250 240 1 
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0 250 240 0 260 10 33 210 210 10 

62 1321 1060 11 1512 105∑ 𝐶𝑇 =   1350  

 

  زمان انتظار اساتید زمان انتظار دانشجویان

1592-165-1350=77 280-165=115 n=1 

1327-165-1080=82 250-165=85 n=2 
 

 :وسیلۀ سری میانگینه خلاصۀ هر دو شبیه سازی ب

  انتظار اساتید انتظار دانشجویان

(890+77)/2=483.5 (0+115)/2=57.5 n=1 

(1159+82)/2=620.5 (0+85)/2=42.5 n=2 
 

، GPSSبیه سازی عمومی مانند شبرسیم باید آزمایشات زیادی انجام  بدهیم. با زبانهای  nاگر بتواهیم به مقدار مطمئنی برای 

SIMSCRIPT ،SLAM ،SIMAN  یاGASP  میتوان چندین بار شبیه سازی را اجرا کرد و مقداری برایn .مورد نظر پیدا کرد 

 .روش تقلیل واریانس از تکرار آزمایشات شبیه سازی میکاهد و به سری های تصادفی مورد نظر معطوف میشود 



 

 فصل پنجم شبیه سازی                    مینا حسین پوردشتی                                    دانشکده فنی حرفه ای کوثر ملایر                         

 

12 

 

 قلیل واریانست

از تکرار شبیه سازی در رسیدن به پاسخ مورد نظر، از روش تقلیل انحراف معیار جهت تولید تصادفی ها استفاده برای جلوگیری 

 می کنیم.

و محاسبۀ میانگین هر دو جفت آزمایش استفاده کردیم. از سری متقابل استفاده شد مثلاً در مثال قبلی از سری های متقابل 

 از اثر تغییر بر روی شبیه سازی است.چون اثر تغییر بر روی میانگین مهم تر 

 روش تقلیل واریانس: 2

 استفاده از سری های متقابل -1

 استفاده از اعداد تصادفی در وضعیت های مرتبط -2

 روش تقلیل واریانس از تکرار آزمایشات شبیه سازی میکاهد و معطوف به سری های تصادفی مورد نظر میشود.
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  از سری متقابل مولد اعداد تصادفی استفاده : 2مثال 

بار شبیه سازی شده است و زمان کل سیستم یعنی از زمان ورود تا خروج این  10را در نظر بگیرید که  1سیستم ص  مثال 

 بار شبیه سازی به صورت زیر میباشد: 10

121 61 11 160 6 260 55 214 260 111 

 3/151میانگین این زمان ها: 

 10/104واریانس آن: 

 کل زمان سیستم وقتی از سری متقابل مولد اعداد تصادفی استفاده میکنیم:

115 33 51 02 11 253 65 5 0 15 

 05میانگین این زمان ها: 

 42/15واریانس آن: 
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 کاربرد دوم شبیه سازی مونت کارلو( نمونه برداری از توزیع مجهول آماری

 صفر نباشد، تقاضا ری مهلت تحویل کالا میتواند مطر  گردد. مهلت در هر سیستم کنترل موجودی که مهلت تحویل کالا

میتوان مهلت تحویل کالا را یک متغیر تصادفی در نظر گرفت تحویل از لحظۀ صدور سفارش تا لحظۀ دریافت کالا رول میکشد. 

 کالا ربیعتی تصادفی داشته باشد. و تغییرات تقاضا ری مهلت تحویل

، مهلت تحویل ( i= 0, 1, 2, …, T) باشد iDامین واحد زمان برابر iواحد زمان رول بکشد و تقاضا در  Tاگر مهلت تحویل کالا 

∑و تقاضای مهلت تحویل با  Tکالا با  𝐷𝑖
𝑇
𝑖=0  مشتص میشود. برای تعیین توزیع آماری تقاضا ری مهلت تحویل کالا، میتوان

ل  انبار پرداخت و بر اساس نتایج حاصل، نمودار متواتر آن را رسم به دفعات بسیار به شبیه سازی مهلت تحویل دوره های متت

 کرد.

 موسسه ای به فروش کاغذ روزنامه به صورت عدلی اشتغال دارد. توزیع آماری تقاضای روزانه به شر  زیر است: (3مثال 

 تقاضای روزانه 3 4 5 0

 احتمال 012 0135 013 0115

را ایجاد و به این وسیله توزیع آماری  یک نمونۀ تصادفی از یک توزیع آماری نامشتص با استفاده از شبیه سازی مونت کارلو

 مربوره را مورد بررسی و مطالعه و قرار میدهیم.
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 رول مهلت تحویل کالا بر حسب روز بیان میشود و توزیع آماری آن عبارتست از:

 تأخیر تحویل )روز( 1 2 3

 احتمال 0130 0142 0122
 ( تخصیص اعداد تصادفی جهت تقاضا 3 -6 جدول

 تقاضای روزانه احتمال احتمال تجمعی اعداد تصادفی

20-1 012 012 3 

55-21 0155 0135 4 

65-50 0165 013 5 

100-60 1 0115 0 
 ( تخصیص اعداد تصادفی جهت مهلت تحویل کالا4 -6 جدول

 زمان تأخیر )روز( احتمال احتمال تجمعی تصادفیاعداد 

30-1 0130 0130 1 

16-31 0116 0142 2 

100-11 1 0122 3 
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روزه  2[ قرار دارد پس مهلت تحویل کالا 31-16در بازۀ ] 51تولید شده است.  51در اولین دورۀ بازرسی انبار عدد تصادفی 

روزه است(،  2گفتیم از زمان صدور سفارش تا تحویل کالا به انبار تقاضا میرسد، که در اینجا میشود دو بار تقاضا )چون است. 

[ که 21-55در بازۀ ] 34[ است و 60-100در بازۀ ] 61؛  34و  61تولید میکنیم، مثلاً جهت تقاضاها تا عدد تصادفی  2پس 

∑یعنی ربق  تقاضا 10شود که جمعاً می تقاضا 4و  0یعنی به ترتیب  𝐷𝑖
𝑇
𝑖=0  به  که زمان تأخیر تقاضا است. 10=4+0داریم

 داریم:مشابه جدول زیر لذا . خواهیم داشتهم همین شبیه سازی را رور مشابه برای دوره های بعدی انبار 

 دوره انبار عدد تصادفی مهلت تحویل زمان تأخیر عدد تصادفی برای تقاضا تقاضا زمان تأخیر

10 0 61 2 51 1 

4 34 

5 5 62 1 33 2 

12 4 26 3 13 3 

3 11 

5 03 

10 0 11 2 55 4 

4 20 

 ادامه دارد...
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 حل یک مسئلۀ قطعی )غیرتصادفی(کاربرد سوم شبیه سازی مونت کارلو( 

 با روش مونت کارلو )از روش حذفی استفاده میکند(. مساحت ناحیۀ مجهول باید در  تقریب مساحت یک ناحیه( 4 مثال

 )تابع چگالی بتا( ای با مساحت معلوم  محاط گردد.ناحیه

 

 

 

 

 

 

 

 
 (C(B-A))  ( تولید یکنواخت نقاط تصادفی در مستطیل با مساحت1 -6 شکل
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 یکنواخت در این ناحیه چه پیشنهادی دارید؟برای تولید اعداد تصادفی 

در باشد، پس  Cتا  0و عرض آن بین  Bتا  Aرول آن نقطه بین هر نقطه ای برای آنکه در این ناحیه باشد باید پیشنهاد کتاب: 

𝐴نقطات به متتصات )واقع باید  + 𝑈1(𝐵 − 𝐴), 𝑈2(𝐶) تولید کنیم که در آن )𝑈1  و𝑈2 فی بین صفر و یک اعداد تصاد

ۀ نقاط را بعنوان بقیهستند که از یکدیگر مستقلند. از نقاط تولید شده، آنهایی که بالای تابع چگالی قرار دارند را حذف میکنیم و 

 قبول میکنیم. Xمقادیر تصادفی از توزیع آماری 

 C(B-A)مساحت مستطیل این شکل برابر است با 

 1 هم برابر است بامساحت زیر منحنی تابع چگالی احتمال 

احتمال آنکه نقطۀ تولید شده در زیر منحنی قرار بگیرد برابر میشود با 
1

𝐶(𝐵−𝐴)
 

 کوچکتر باشد احتمال اینکه نقطۀ تولید شده در این ناحیه قرار بگیرد بیشتر میشود. Cواضح است که هرچه 

باشد، آنگاه نسبت  nو تعداد نقاط داخل منحنی  Nاگر تعداد نقاط داخل مستطیل 
𝑛

𝑁
 تقریباً برابر میشود با نسبت   

مساحت های این دو ناحیه یعنی 
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐵

𝐴

𝐶(𝐵−𝐴)
≅

𝑛

𝑁
 خواهیم داشت:ساده پس با یک ررفین در وسطین ، 
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 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑛×𝐶(𝐵−𝐴)

𝑁

𝐵

𝐴
 

  را محاسبه کنید. 1ای به شعاع با استفاده از روش مونت کارلو و فرض مثال قبلی، مساحت ربع دایره تمرین(

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝝅( حل مونت کارلو از 2 -6 شکل 
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 :)مونت کارلو( نمونه سوالات امتحان

  روش مونت کارلو یک روش ......... برای شبیه سازی شمرده میشود. -1

 د( همه موارد ج( تصادفی ب( ایستا  ال ( پویا

 ؟ صحیح نمی باشددر مورد روش شبیه سازی مونت کارلو کدامیک از جملات زیر  -2

 برای حل مسائل غیرتصادفی میتوان از آن استفاده کرد.ال ( 

.ب( یک روش پویا است 

 ل مسائلی گه در آنها زمان نقش اساسی ندارد، استفاده می شود.حج( برای 

 داد. د( در مقابل این روش میتوان شبیه سازی را قرار

  کدامیک از موارد زیر، جزء کاربردهای مونت کارلو محسوب میشود؟ -3

 ال ( حل مسائل تصادفی که گذشت زمان نقش اساسی در آنها ندارد.

 حل مسائل غیرتصادفی با استفاده از اعداد تصادفیب( 

 ج( نمونه گیری از توزیع های آماری مجهول
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د( همۀ موارد فوق 

  زیرمجموعه اصلی کدامیک از انواع مدلهای شبیه سازی است؟روش شبیه سازی مونت کارلو  -4

 د( مدلهای ایستا ج( مدلهای تصادفی  ب( مدلهای پویا ال ( مدلهای آماری

 

  از شبیه سازی مونت کارلو در کجاها استفاده میشود؟ -5

  ال ( در مسائل غیرتصادفی

  ب( در مسائل پویا

 اساسی در آنها نداشته باشد.ج( در مسائل تصادفی که گذشت زمان هیچ نقش 

.د( در مسائل غیرتصادفی و مسائل تصادفی که گذشت زمان هیچ نقش اساسی در آنها نداشته باشد 

 

  کدامیک از روشهای نمونه برداری برای تقلیل واریانس استفاده نمیشود؟ -0

ب( نمونه برداری متقابل ال ( نمونه برداری تصادفی  

 نمونه برداری نفوذی د(  ج( نمونه برداری همبسته


